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3. Bindungen im Festkor per

Die Struktur eines Festkorpers ergibt sich aus der Wechselwirkung zwischen den
darin enthaltenen Bestandteilen - Atome oder Molektle. Fir diein Kapitel 2 bespro-
chenen Gittertypen spielen zunéchst nur relative Distanzen eine Rolle. Die Grdsse einer
Einheitszelle wird hingegen direkt von der Wechselwirkung zwischen den Bauteilen des
Gitters bestimmt: Man kann den Abstand bestimmen indem man die Abstandsab-
hangigkeit der Wechselwirkungsenergie berechnet und deren Minimum as Funktion
des Abstandes bestimmt.

Die Bestandtelle eines Festkdrpers konnen auf unterschiedliche Art zusammen-
gehalten werden. Grundsdtzlich sind es immer elektrostatische Wechselwirkungen
zwischen Elektronen und Atomkernen. Diese kdnnen sich aber auf qualitativ sehr
unterschiedliche Weise bemerkbar machen. Als erste Klassifizierung unterscheidet man

- kovalente Bindung (Folie Bindungsarten)
- ionische Bindung

- van der Waals Bindung

- metallische Bindung.

Die Starke des Zusammenhaltes kann quantitativ auf verschieden Art charakterisiert
werden. Je nach Bindungstyp spricht man von der Bindungsenergie oder der Gitter-
energie, welche dem Kristall zugefthrt werden muss, um ihn in Atome oder Molektle
zu zerlegen, welche durch unendlich grosse Distanz getrennt sind.

Ein Blick auf eine Tabelle von Bindungsenergien (Folie Bindungsenergien)
zeigt die grossen Unterschiede, die hier auftreten
kdnnen. In der Tabelle fehlen ausserdem die beiden leichtesten Elemente, H und He,
welche sehr schwierig zu verfestigen sind. Insbesondere He wird nicht einmal bel der
Temperatur OK zu einem Festkorper, ausser man legt Druck an. Am stéarksten fallen
die Edelgase auf, deren Bindungsenergie bei weniger als 20 kJ/Moal liegt.

3.1. Das Wasser stoffmolek Ul

Wir betrachten zunachst nur die Kréafte, welche bel der Wechselwirkung zwischen
zwel Atomen auftreten. Das einfachste System, bei dem sich mehrere Tellchen zu einer
bestimmten Energie zusammenfinden ist wahrscheinlich das Wasserstoffmolekil. Mit
klassischer Mechanik allein ist es schwierig einzusehen, wie zwischen zwel neutralen
Teilchen eine bindende Wechselwirkung zustande kommen soll. Um dies zu verstehen
muissen wir das Problem also quantenmechanisch analysieren. Wir betrachten dazu zwei
Wasserstoffatome A und B, deren Elektronenhille sich zum Teil Uberlagert. Wir
schreiben die Wellenfunktionen der beiden Elektronen als ya und yg und den

Hamiltonoperator als H. Dieser beinhaltet neben den Hamiltonoperatoren der isolierten
Atome einen Kopplungsterm, der beschreibt dass das Elektron beide Kerne spurt. Wir
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suchen nun die Eigenfunktion Y des gesamten Hamiltonoperators, wobei wir als Basis
die Eigenfunktionen der einzelnen Atome benutzen:

Y =cayatcpyB.
Die Energie dieses Zustandes ist
E=<Y[H|Y>/Y|Y>= CA2 Haa + CB2 Hppg + 2CcaCg HAB/(CA2 + CB2 +2caCS)
wobel
Hyxy = <yxHlyy> und S=<yalyg>
das sogenannte Uberlappungsintegral darstellt. Es ist ein Mass fir die Starke der

Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen. Wir erweitern diese Gleichung mit dem
Nenner der rechten Seite

E (ca?+ cg?+ 2cAcRS) = cpa? Haa + cg2 Hpp + 2CACE HAB -

Diese Gleichung kénnen wir nun dazu benutzen, die Energie zu minimieren und so den
Eigenzustand zu finden. Wir suchen zunéchst das Minimum beziglich ca indem wir

danach ableiten:

ca (Haa- E) + cg(Hap-ES) =0.
Die Ableitung nach cB ergibt entsprechend

ca(Hag- ES) + cg (Hgg-E) =0.

Damit beide Gleichungen simultan koésbar sind muss die Determinante verschwinden.
Wir benutzen, dass fir identische Atome Haa = Hgpg und erhalten

E.. = Haa £ HaB
sa~ T 1S

fUr die Energien. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

Ys=(yatys)/+21+9 Ya=(yays)21- 9

Die Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen fihrt (Folie Energien)
aso zu einer Aufspaltung der Energiezustdnde, die ohne
Wechselwirkung entartet sind. Eines der beiden resultierenden M olektilor bitale liegt
energetisch Uber den Atomorbitalen, wahrend das andere tiefer liegt. Das tiefer
liegende Orbital ist die symmetrische Linearkombination, das hoher liegende die
antisymmetrische. Das antisymmetrische Orbital liegt fur ale Absténde tber den
Atomorbitalen. Bringt man das Molekul in diesen Zustand so kann es immer Energie
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gewinnen indem seine Kerne sich voneinander entfernen. Man nennt dieses Orbital
deshalb antibindend, im Gegensatz zum tiefer liegenden bindenden Orbital. Bringt man
ein Molekdl in diesen Zustand so ist seine Energie niedriger als digjenige der freien
Atome, sie bleiben deshalb aneinander gebunden.

Wie im Atom kann jedes dieser Molekllorbitale mit maxima zwel Elektronen
besetzt werden. Offensichtlich weist das neutrale Wasserstoffmolekll, bei dem das
bindende Orbital von zwei Elektronen besetzt wird, die stabilste Konfiguration auf.

Beim bindenden Molekilorbital werden die beiden Atomorbitale mit dem gleichen
Vorzeichen addiert. Es entsteht deshalb zwischen den beiden Atomen eine positive
Interferenz und die Elektronendichte steigt in diesem Gebiet. Das antibindende Orbital
hingegen weist zwischen den beiden Kernen eine Knotenebene auf; in dieser Ebene
verschwindet die Elektronendichte.

Das prototypische Beispiel eines Kristalles, der in diesem Bindungstyp kristallisiert,
ist Diamant. Hier zeigt es sich, dass diese Bindungsart stark gerichtet ist: jedes Kohlen-
stoffatom hat vier néchste Nachbarn, welche in tetraedrischer Anordnung angeordnet
sind. Die resultierende Kristallstruktur hat eine relativ niedrige Raumfillung von 0.34,
gegenlber einer dichtesten Kugelpackung mit 0.74. Dies zeigt, dass die Anzahl
moglicher Bindungen und damit die Richtung der Bindungen bei diesem Bindungstyp
wichtiger ist as die Zahl der néchsten Nachbarn.

Neben Diamant gibt es auch einige weitere Elemente, welche diese Art (Fol i e)
von Bindung eingehen, insbesondere die im Periodensystem direkt
darunter liegenden Silizium und Germanium. Entsprechend ist auch deren Struktur
vom gleichen Typ. Kovaente Bindungen in diesen Elementen fihren aber nicht zu
lokalisierten Bindungselektronen wie in Molekilen, sondern die Elektronen sind hier
zwar zwischen den Atomen konzentriert, aber Uber den gesamten Koérper delokalisiert,
wie die Halbleitereigenschaften von Si und Ge zeigen. Diamant ist zwar bel Raumtem-
peratur ein ausgezeichneter Isolator, aber sollte auch einen sehr attraktiven
Hochtemperatur-Halbleiter darstellen.

Bis hierher hatten wir angenommen, dass es sich
um zwel identische Atome handelt. Kovalente Bin-
dungen kénnen aber auch bei ungleichen Partnern
entstehen. In diesem Fall sind auch die Koeffizi-
enten der Atomorbitale bel der Kombination zu
MolekUlorbitalen nicht mehr vom gleichen Betrag,
wie die Figur zeigt. Das tiefer liegende Orbital ist / /
dominiert durch das energetisch ndher liegende /
Atomorbital und auch die Elektronendichte ist auf
diesem Atom konzentriert. Beim antibindenend
Orbital ist der grosste Teil der Elektronendichte auf
dem energetisch hoher liegenden Atom. Falls beide
Atome je ein Elektron zur Bindung beitragen findet
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deshalb ein teilweiser Ladungstransfer vom rechten zum linken Atom statt. Je nach
Energieunterschied kann dieser Transfer vollstdndig sein. Dies ist der Fall der
ionischen Bindung.

3.2. lonenpaare

Das typische Beispiel fur solche Kristalle sind die Alkali-Halogenide: Hier wird ein
Elektron von einem Alkali-Atom auf ein Halogenid-Atom Ubertragen, sodass die beiden
einfach geladenen lonen jewells Edelgaskonzentration erreichen. Aufgrund der
Elektronenlbertragung besitzen beide Atome eine elektrische Ladung und ziehen sich
deshalb gegenseitig an. Wir diskutieren die Situation zunachst fir ein einzelnes lonen-
paar. Die Energie des Systems kann konzeptionell auf verschiedene Prozesse verteilt
werden. Die gesamte Energie pro lonenpaar, setzt sich zusammen aus der lonisierungs-
energie des Natriums (5.14 eV), der Elektronenaffinitat des Chloratoms (-3.61 eV),
sowie der Bindungsenergie, als der elektrostatischen Energie, welche bei der Bildung
des lonengitters frei wird.

Zur Berechnung der Bindungsenergie setzen wir ein interionisches Potential von

Uij = exp(-rijr) = q?/(4pegri)) |

wobel das + Zeichen fir gleiche Ladungen, das - Zeichen fr entgegengesetzte L adung-
en gilt.

Der erste Term ist eine Approximation des Abstossungss Folie Potential
potentials, welches aufgrund des Pauli-Prinzips bei kurzen
Distanzen wirkt. Diese Form wird als Born-Meyer Potential bezeichnet. Der Parameter
r kann experimentell aus Messungen der Kompressibilitat bestimmt werden; typische
Werte sind rund 0.3 A. Die Energie eines lons im Gitter erhalten wir wenn wir tber
samtliche Paarwechselwirkungen eines lons im Gitter summieren. DafUr setzen wir rj;

= pjjR, wobel R der Abstand zwischen néchsten Nachbarn im Gitter darstellt. Die
Wechselwirkung wird dann
2

1 9
Uii=Il exp(-R/r)- ——F
! PERIT) 4peg PR

3.3. Van der Waals Bindung

Atome oder Molekiile kdnnen aber auch eine bindende Wechselwirkung eingehen bei
der keine Elektronen transferiert werden. Dies geschieht immer dann wenn die
Bausteine schon gefiillte Elektronenschalen aufweisen. Bestandteile sind in diesen Féllen
ungeladen und haben eine aufgefillte Elektronenschale, sodass keine Elektronen zur
Verfiigung stehen, welche geteilt werden konnten und dadurch eine Bindung erzeugen
konnten. Von den Elementen gehtren die Edelgasatome in diese Klasse, aber auch
Molekile kristallisieren auf diese Weise. Die van Der Waals Wechselwirkung ist auch
als London-Wechselwirkung oder induzierte Dipol-Dipol Wechselwirkung bekannt und
kann so verstanden werden dass die beiden Atome gegenseitig Dipole induzieren,
welche sich anziehen.

Bindungen May 18, 1998



-5-

Um zu verstehen, wie die Van der Waals Wech-
selwrikung zustande kommt betrachten wir ein
einfaches elektrostatisches Modell. Zwei Atome
bestehen aus Kern und einer starren Elektron-

enhtlle, die sich gegenliber dem Kern verschieben R

kann. Die elektrostatische Anziehung zwischen e -
Kern und Elektronenhtille stellt eine riicktreibende X1 X
Kraft dar, welche zu einer oszillatorischen

Bewegung fuhrt. Die Oszillationsfrequenz entspricht einer optischen Resonanz mit
Frequenz wq. Der Abstand zwischen den beiden Atomen sei R und die Auslenkungen

der Elektronenhiille aus der Ruhelage sei X1, X». In guter Naherung konnen die

Positionen der Kerne als konstant betrachtet werden. Der Hamiltonoperator dieses
Systemsist dann

Ho— — Pt 5 CX1 t o P2t 3 1 Cxp?
Die Kraftkonstante ergibt sich aus der Resonanzfrequenz als C = mwoz, wobel m die

reduzierte Masse darstellt. Die Coulomb Wechselwirkung der beiden Systeme ergibt
sich dann als

N

H - & + 62 - 62 _ eZ
1 R R+X1-X2 R-Xl R+X2 )

Flr kleine Auslenkungen, X1, X2 « R kann dieser Ausdruck entwickelt werden. Wir
schreiben daf Ur

2
e 1 1 1
= — + - -
Hi=x @ 5 /R-x2/R ~ T-x;/R ~ T#x,/ R ) -

In zweiter Ordnung erhé@lt man

Der gesamte Hamiltonoperator ist die Summe H = Hgp + Hq des ungestorten Systems
Ho und des Kopplungsterms H4. Dieser Operator kann diagonalisiert werden, wenn wir
symmetrieangepasste K oordinaten verwenden

Xs= 75 (X1¥X2) Xa= 75 (X1Xg)  und  Xx1= 5 (Xstka)  X2= o5 (XX

wobei s und afir symmetrische und antisymmetrische Auslenkung stehen. Die gleiche
Definition gilt fir die Impulse der beiden Elektronenhtillen. Wenn wir diese Defini-
tionen einsetzen erhalten wir zwei entkoppelte Teile im Hamiltonoperator:

1 2e?
H=[5=ps+3 (C-—g)xsﬂ d+ 5 (Cr35) x4l
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Die beiden unabhangigen Schwingungen haben nun eine Frequenz
w = [(c:i%e;)/m]lf2 .
Mit Hilfe der Taylor-Reihe
Mlfx =1% % X - 18x2 + .

erhalten wir dafUr die Naherung

1 262, 1,22 2
+ = -
W » W0[1—2( 3) 8( R3) +...].

Die Nullpunktsenergie dieses Systems ist % R(wgtwy) und damit weniger as die
Nullpunktsenergie des ungekoppelten Systems von hwg und zwar um

1, 262 A
DU = - h wg E-B(C—‘;:;)Zz-a;.

Die Kopplung fuhrt somit zu einer anziehenden Wechselwirkung, die indirekt
proportional zur sechsten Potenz des Abstandes ist. Diese Form der Wechselwirkung
zeigt auch, dass es sich dabei um einen Quanteneffekt handelt, in dem Sinn dass die
Grosse des Effektes mit k1 skaliert.

Natiirlich gibt es zwischen Atomen oder Molekii- Folie Pauli-Abstossu ng
len nicht nur anziehende, sondern auch abstossende
Wechselwirkungen. Diese dominieren bel kleineren Abstanden. Sie sind in erster Linie
auf das Ausschliessungsprinzip zuruckzufthren. Zwei Elektronen kdnnen sich nicht im
gleichen Quantenzustand befinden. Eine bindende Wechselwirkung erh@lt man nur
wenn die beiden Elektronen in der Bindung entgegengesetzten Spin aufweisen.

Wenn sich die Elektronendichteverteilungen zweier identischer Atome mit geftllten
Elektronenschalen tberlappen muss deshalb eines der beiden Elektronen in ein hoher
gelgenes Orbital ausweichen. Empirisch hat man fir Edelgase ein Potential gefunden,
das etwa mit R12 von der Distanz abhangt. Das gesamte Potential fiir die Wechselwir-
kung zwischen zwei Atomen ist dann

oo 4

Dieses Potential ist als Lennard-Jones Potential bekannt. Der Parameter s it die
Distanz bel der das Potential zwischen anziehend und abstossend wechselt, wahrend e
die Starke der Wechselwirkung skaliert.
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3.4 Weitere Bindungsarten

Die am Beispiel des Ho-Molekills diskutierte kovalente oder gerichtete (Fol i e)

Bindung spielt auch in Festkorpern eine wichtige Rolle. Das klassische Beispiel dafir
ist der Diamant. Daneben gibt es auch einige weitere Elemente, welche diese Art von
Bindung eingehen, insbesondere die im Periodensystem direkt darunter liegenden
Silizium und Germanium. Entsprechend ist auch deren Struktur vom gleichen Typ.
Kovalente Bindungen in diesen Elementen fihren in Festkorpern aber nicht zu lokali-
sierten Bindungselektronen wie in Molekilen, sondern die Elektronen sind hier zwar
zwischen den Atomen konzentriert, aber Giber den gesamten Korper delokalisiert, wie
die Halbleitereigenschaften von Si und Ge zeigen. Diamant ist zwar bel Raumtempera-
tur ein ausgezeichneter |solator, aber er sollte auch einen sehr attraktiven Hochtem-
peratur-Halbleiter darstellen.

Diese Delokalisierung der Elektronen macht sich noch wesentlich starker bemerkbar
in Metallen, wo die Valenzelektronen sich frei durch den gesamten Kristall bewegen
konnen. Typische Metalle zeigen deshalb eine hohe elektrische Leitfdhigkeit. Die
Bindung kann im wesentlichen so verstanden werden, dass die Delokalisierung der
Elektronen ihre kinetische Energie erniedrigt. Diese Bindung ist nicht sehr stark.
Alaklimetalle haben deshalb einen relativ niedrigen Schmelz- und Siedepunkt, da hier
lediglich die metallische Bindung spielt. Bei den Ubergangsmetallen hingegen tragen
auch die nur teilweise geflllten d-Orbitale zur Bindung bei. Deren Beitrag ist eher
kovalenter Natur und ergibt deshalb eine sehr viel starkere Bindung und dement-
sprechend hdhere Schmel zpunkte.

Wasserstoff zeigt eine besondere Art von Bindungen. Mit seinem einzelnen Elektron
kann es nicht nur mit einem Partner eine kovalente Bindung eingehen. Statt dessen geht
es eine sehr stark polare Bindung ein, bel der das Elektron grosstenteils an den starker
elektronegativen Partner (F, O oder N) abgegeben wird, wéhrend das verbleibende
Proton sich gleichzeitig an ein weiteres Atom bindet. Diese Art der Bindung wird als
Wasserstoffbriicke bezeichnet. H-Bricken sind sehr wichtig fir die besondere Struktur
von Eis oder die hohe Verdampfungswarme von Wasser. Sie spielen aber auch in der
Biologie eine grosse Rolle. So werden z.B. die beiden Strange des DNS-Molekiils durch
Wasserstoffbriicken zusammengehalten, und Wasserstoffbriicken bestimmen teilweise
die Struktur von Proteinen.

Diese Klassifizierung von Bindungstypen ist hilfreich. Wirkliche Materialien lassen
sich aber selten exakt einer dieser Kategorien zuordnen. Stattdessen tragen im
allgemeinen unterschiedliche Bindungsarten bei, wie das Beispiel der Ubergangsmetalle
zeigt.

3.5. Gitterenergie

In Festkorpern bewirken diese Kréfte dass sich ein sehr grosse Zahl von Atomen
aufgrund ihrer Wechselwirkung in ein regelmassiges Gitter anordnen. Wir miissen
deshalb nicht nur einzelne Paare betrachten, sondern auch das gesamte Gitter. Zum
Gluck findet man, dass sich die Eigenschaften des Gittersin sehr vielen Fallen auf die
Paar-Wechselwirkungen zurtckfihren lassen.
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Die Gitterenergie erhdlt man dementsprechend indem man Uber alle mdglichen
Paarwechselwirkungen summiert. Im Falle der Van der Waals Molekule fallt die Stéarke
der Wechselwirkung mit der sechsten Potenz des Abstandes ab, sodass fast nur die
Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn eine Rolle spielt. Eine Summierung tber
alle Wechselwirkungen ergibt fur eine fcc-Struktur

Sj 1/rj® =14.45 Sj 1rj12=12.13

Den Gleichgewichtsabstand erhdlt man aus der Minimierung der Gitterenergie
bezuglich des Abstandes. Wir erhalten fir einen Van der Waals Kristall

12

dU _ g = ong12x12. 13RT - 6x14. 45—]

drR ™

Daraus folgt dass der Gleichgewichtsabstand Ry = 1.09 s sein sollte. Da sich der

Parameter s aus Messungen in der Gasphase bestimmen |&sst, kann diese Vorhersage
experimentell Uberprift werden. Tatsachlich liegen die Gitterkonstanten fir alle
Edelgase im Bereichvon 1.09 .. 1.14 s.

Indem man diesen Gleichgewichtsabstand in das Potential einsetzt erhdlt man die
Bindungsenergie U = -8.6Ne, die man wiederum aus Gasphasenmessungen erhalten
kann. Dabei wird aber die Nullpunktsenergie der Bewegung der Atome noch nicht
berticksichtigt, welche insbesondere bei den leichten Atomen eine signifikante Reduk-
tion der Bindungsenergie von bis zu 28% ergeben.

Im Falle der ionischen Bindung kdnnen wir fir digenigen Atome, welche nicht
néchste Nachbarn sind den Abstossungsterm vernachlassigen. Die Gittersumme wird
damit

U=zl eRM - ag?R

wobei a° -5 = p ° Madelung-Konstante. Man kann wiederum den Gleichgewichts-
1)
abstand Ry bestimmen indem die Energie minimiert wird. Beim abstossenden Potential,

welches sehr rasch abfallt, berticksichtigen wir nur die nachsten Nachbarn. Mit dem
Resultat

Ro2 exp(-Ro/r ) = rag?/(4pepzl ) ,

wobel z die Anzahl néachster Nachbarn bezeichnet, kdnnen wir die Gesamtenergie
ausrechnen als

Utot = - Nag?/(4pegRo)(1-r /Ro)

Die Energie ist somit proportional zur Madel ungskonstante, und diese muss positiv
sein, damit das Gitter stabil ist. Im eindimensionalen Fall kann die Madelungskonstante
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relativ einfach berechnet werden. Wir summieren Uber eine aternierende Kette mit
konstantem Abstand und erhalten

a=2[1-1/2+1/3-1/4 + ..]] .

Fir die Berechnung der Summe kann man die Reihenentwicklung

In(1+x) = X - x2/2 +x3/3 - x¥4 ...
und erhalten damit a = 2In2.

In drei Dimensionen ist die analytische Berechnung der Summe im allgemeinen sehr
schwierig. Wir betrachten als Beispiel zundchst das Natriumchlorid. Wir konnen
entweder ein Na oder ein Cl Ion as Referenz benutzen und wahlen Na. Jedes Nalon ist
von 6 Cl lonen in oktaedrischer Anordnung umgeben, wobei der Abstand die Halfte
der Gitterkonstante betragt. Diese tragen somit einen Beitrag 6 zur Madel ungskonstante
bei. Die zweitnachsten Nachbarn sind wieder Na lonen; 12 sitzen im /2 fachen
Abstand. Bis zu dieser Koordinationshiille gerechnet ist die Madel ungskonstante deshalb
0. Die néachsten beiden Hiillen bestehen aus 8 Cl lonen im Abstand +/3 und 6 Na lonen
im Abstand 2. Die Madelung Konstante verandert sich deshalb wie (6, -2.485, 4.620, -
3.000 ... 1.7476). Dies zeigt dass die Konvergenz relativ langsam ist. Far
unterschiedliche Gittertypen erhdt man die Werte

NaCl: 1.7476

CsCl  1.7627
ZnS 1.6381
CaF, 5.0388

Bei der Diskussion der Paarwechselwirkung wurde gezeigt, dass die Wechsalwir-
kung zwischen zwei identischen Atomen zur Aufhebung der Entartung fihrt. Dasselbe
gilt natdrlich far eine grossere Anzahl Atome. Im Falle eines Festkorpers, wo rund

1023 Atome in Wechselwirkung treten, erwarten wir deshalb eine entsprechend hohe
Zahl von nicht entarteten Zusténden. Da man bei der theoretischen Behandlung von
einer undendlichen Zahl ausgeht bildet sich in diesem Fall ein Kontinuum. Die Details
dieser Banderstruktur wird im Kapitel xxx Uber das Modell des freien Elektronengases
diskutiert.

Die Breite dieser Bander hangt von der Starke der Wechselwirkung zwischen den
Bauteilen ab. Die Starke der Wechselwirkung hangt umgekehrt ab vom Uberlapp der
Atomorbitale. Im Falle der van Der Waals Bindung oder ionischen Kristallen, wo alle
Elektronen in gefillten Schalen sitzen, ist der Uberlapp sehr klein und die Bander
entsprechend schmal und ausserdem vollstandig gefillt. Die Banderstruktur spielt
deshalb hier praktisch keine Rolle und wird nicht benutzt.
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